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要 旨
多変量時系列データの変量間相互関係を推測する方法として，Ozaki（2012）は，Granger
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ここでM は自己回帰の次数，Am は自己回帰モデルの係数，そして εt は平均ゼロベクトル，
分散共分散行列 Σに従う多変量正規分布に従うとする．自己回帰係数の推定には多数の方法
があり，最小二乗法や Yule-Walker法，また，Yule-Walker法を効率よく計算できる Levinson





自己回帰係数とフーリエ変換から，周波数 f に対する周波数応答関数 Ff が求まり，以下の
ようなパワースペクトルが求まる：
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(2.2) Pf = FfΣF ∗f =
⎛
⎜⎜⎜⎝
p11f p12f · · · p1kf
p21f p22f · · · p2kf
...
pk1f pk2f · · · pkkf
⎞
⎟⎟⎟⎠ , 0 ≤ f ≤ 0.5Δ,
ここで F ∗f は Ff の共役複素数，Δは観測値のサンプリング間隔とする．Pf の非対角成分はク
ロスパワースペクトルである．もし，Σの非対角成分が非常に小さい，すなわち各変量の予測
誤差は独立であることが仮定できると，i番目の変量 xi のパワースペクトルは他の変量 xj か
らの周波数応答関数 Fijf と予測誤差の分散 σ2jj の影響を含む項の和
(2.3) piif = |Fi1f |2 σ211 + · · · + |Fiif |2 σ2ii + · · · + |Fikf |2 σ2kk




|piif | ∈ [0, 1] .
（2.4）式で示された比を赤池の相対パワー寄与率と呼ぶ．予測誤差を独立としない場合の相対






観測された 2つの時系列 xt と yt に対して時系列モデルを考えることにする．モデル Aを適
用した際の時系列の予測誤差の分散を Var(∗|A)と表すことにすると，Grangerと Gewekeの因
果性は以下のように定義する（Ozaki, 2012）：
定義 1．（Granger の因果性）xt− = (xt−1, xt−2, . . .)′，yt− = (yt−1, yt−2, . . .)′ とすると，
Var(xt|xt−) − Var(xt|xt−, yt−) > 0 ならば，時系列 xt の変動はもう一方の時系列 yt の変動
に起因している．
定義 2．（Gewekeの因果性）log |Var(xt|xt−)| − log |Var(xt|xt−, yt−)| > 0 ならば xt の変動は
yt の変動に起因している．
ここで，Var(xt|xt−)は xt−によるモデルで予測された xtの予測誤差の分散を，Var(xt|xt−, yt−)
は x1,t− と yt− を含むモデルで予測された yt の予測誤差の分散を示す．定義 2で示された式，
左辺の第一項で示した予測誤差を算出する予測モデルを Model(0) とし，同じく左辺第二項に
示した予測誤差を算出する予測モデルを Model(1) とすると，Ozaki（2012）では，Granger と
Gewekeの定義は，本質的に以下のような予測モデルの尤度の比較に相当すると示している：
定義 3．ある観測された時系列 xt の変動が時系列 yt に起因されているということは，モデ
ルの対数尤度の観点から，−2 log lModel(0)(xt) − (−2) log lModel(1)(xt) > 0となる．
ここで，lModel
(0)(xt)と lModel
(1)(xt)はModel(0) とModel(1) で予測した xt の尤度を示す．
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2.3 Ozaki（2012）の因果性推測
さて，Kolmogorov（1941）は，予測誤差 σ2 とパワースペクトル p(f)との関係を





















log(|Fi1(f)|2 σ21 + |Fi2(f)|2 σ22 + · · · + |FiK(f)|2 σ2K)df
と示すことができる．また，j 番目の変数からの影響を除いた場合のトータルパワーの全周波
数領域の総和は，（2.3）式及び（2.6）式に示されている全変数の周波数応答とノイズの分散の積





















log(|αi1(f)|2 σ21 + |αi3(f)|2 σ23 + · · · + |αiK(f)|2 σ2K)df
となる．これらを以下のように比較すると，
log σ2i∧j − log σ2ii =
∫ 1/2
−1/2


































ΔLL値がどの値になると変数 j から変数 iに関係していると判断するか．本稿では，モデル
の比較として AICの観点からみることにする．変数 j から変数 iの関係を外した（2.6）のよう
に示した擬似（対数）尤度とトータル寄与の擬似（対数）尤度をもつモデル，すなわち 1変数だけ
外したモデルとの比較になるので，





= −2 × log σ2i∧j + 2 × (k − 1) −
{
−2 × log σ2ii + 2 × k
}
(2.9)
= ΔLL − 2
となり，（2.7）式の値が 2より小さい場合は差があるとは言い難くなる．
モデルの対数尤度の比較という点からは，ΔLLを尤度比検定の枠組みに拡張することもでき
るかもしれない．その場合帰無仮説は変数 jから変数 iに関係はない，すなわち |Fij(f)|2 σ2j = 0
ということになる．尤度比検定量を調べるには，リサンプリングしたデータに基づいてモデル
を適用した後にΔLLを算出し，それを何回か繰り返すことによってΔLLの帰無分布を作成し








赤池のパワー寄与率と似たアプローチで，Bosch-Bayard により partial noise contribution
ratio（pNCR）が提案されている（Bosch-Bayard et al., 2012）．この手法は（2.2）式で示したパ

















t = 1, . . . , 200）時系列，sim1と sim2を用いる：
sim1: xt = 0.3xt−1 − 0.45yt−1 + εx,t sim2: xt = 0.3xt−1 − 0.45zt−1 + εx,t
yt = 0.4yt−1 + 0.35zt−1 + εy,t yt = 0.4yt−1 + 0.35zt−1 + εy,t
zt = 0.25zt−1 + εz,t zt = 0.25zt−1 + εz,t
ここで εx,t，εy,t，εz,t は平均 0分散 1の独立同一分布に従うものとする．生成されたデータの
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xt に対し，xt−1 からのみ説明されるモデル xt = axxxt−1 + εxx,t
xt−1 と yt−1 から説明されるモデル xt = axxxt−1 + axyyt−1 + εxy,t
xt−1 と zt−1 から説明されるモデル xt = axxxt−1 + axzzt−1 + εxz,t
yt に対し，yt−1 からのみ説明されるモデル yt = ayyyt−1 + εyy,t
yt−1 と xt−1 から説明されるモデル yt = ayxxt−1 + ayyyt−1 + εyx,t
yt−1 と zt−1 から説明されるモデル yt = ayyyt−1 + ayzzt−1 + εyz,t
zt に対し，zt−1 からのみ説明されるモデル zt = azzzt−1 + εzz,t
zt−1 と xt−1 から説明されるモデル zt = azxxt−1 + azzzt−1 + εzx,t
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表 1．sim1と sim2データにおける Grangerと Gewekeの方法を適用した結果．
モデルの方が zt−1 を含むモデルより誤差間の差が大きく，yt に対しては zt−1 から説明される
モデルの方が xt−1 を含むモデルより誤差間の差が大きくなるため，xt と yt の変動には，yt−1
からと zt−1 からの関わりがあると推察される．しかし，zt に関しては，他の変量からの関わ
りがあると言えるのか言えないのか不明である．誤差間の差の大小関係からだと xt−1 からの
関わりが若干ありそうである．sim2については，各変量毎にそれぞれの誤差間を比較すると
かなり大きな差がみられるので，xtと ytに zt−1から関わりがあると推察されるが，ztに xt−1
と yt−1 からの関係はないはずだが，これらの比較では yt−1 からの関係があるかどうか判断が
難しい．xt に yt−1 からの関係もありそうである．定義 1と 2に沿った誤差分散の差の比較を
明解にするために，2つのモデルの残差和（誤差の総和）を比較する F検定が有用である．本稿
では Rの library（vars）にある関数 causalityを実装してみる．各検定から得られた p値を表 2
（pxy は変量 yt−1 から xt への関係に関する値）にまとめる．
5%未満の p値を有意な差であるとすると，表 2では，概ね正解に近い関係を示せていると
みられるが，sim1に関しては，zt−1 から xt と xt−1 から zt への関係が正解と異なっていた．
さて，ΔLLによる因果推測については，Akaikeのパワー寄与率（RPC）と Bosch-Bayardの
pNCRを用いた場合の ΔLLを算出する．（2.9）式で言及したことを考慮し，ΔLL > 2.5を満た
す変量からの関係は有意であるとする．図 2に ΔLLの値を変量毎にプロットした図と，その
値から推察されるダイアグラムを示す．それぞれのグラフのタイトルに示した変量に対し，x
軸に示した変量を外した場合の ΔLL値を ×でプロットし，ΔLL > 2.5の場合は○をつけてい
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x1,t = 0.7x1,t−1 + 0.5x2,t−1 + 0.6x4,t−1 + ε1,t
x2,t = 0.7x2,t−1 + ε2,t
x3,t = 0.7x3,t−1 + 0.6x5,t−1 + ε3,t
x4,t = 0.7x4,t−1 + 0.6x5,t−1 + ε4,t
x5,t = 0.7x5,t−1 + ε5,t.
生成されたデータ 200点について，上記と同様の Granger因果性 F検定をおこなうと，以下の
ような p値が得られる：⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
p12 p13 p14 p15
p21 p23 p24 p25
p31 p32 p34 p35
p41 p42 p43 p45





2.0 × 10−4 1.93 × 10−6 < 2.2 × 10−16 1.1 × 10−5
0.91 0.11 0.84 0.97
0.35 0.87 0.040 < 2.2 × 10−6
0.0053 0.64 0.28 < 2.2 × 10−16




Discovery Rate（FDR）（Benjamini and Hockberg, 1995）を適用し有意となった関係を図 3中央
に示す．図 3左に描かれた正解のダイアグラムと比較すると，3箇所余計な関係が推定されて
いることがわかる．さて，このデータに対してΔLLを算出してみると，図 3右のような関係が
描ける．5 → 4 → 1を 5 → 1と両方推定してしまう．このような indirect/directな関係を最終
的にどちらが正しいか見極めるには，それらの関係を含んだモデルを再度適用し，AICで比較
することによりふさわしい関係を判定することが可能である．例えばこの例の場合，5 → 4 → 1
を 5 → 1を含んだモデルの AICは 579.0（対数尤度 −264.5）5 → 1を外すと AICは 528.8（対数
尤度 −265.4）となるため，5 → 1は冗長であると判断される．3.1，3.2の結果から，ペアワイ
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図 2．sim1，sim2データにおける，Akaikeの RPCと Bosch-Bayardの pNCAにより算出
されたΔLL値と，それらの結果を元に作成した変数間のダイアグラム．矢印のわきに
は RPCと pNCAから得られた ΔLL値を記してある．





















xt = 0.3xt−1 − 0.15zt−1 + εx,t
yt = 0.3yt−1 + ayzzt−1 + εy,t
zt = 0.3zt−1 + εz,t
ayzを 0.1から 0.9に変化させた場合のΔLL値を計算し，そのプロットを図 4にまとめる．9つ
図 4．z から y へのMARモデルの係数を 0.1から 0.9まで変化させた場合の，ΔLL値の変
化．x軸は変化させた係数の値，y 軸は ΔLL値．
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の図のタイトルがどの変量からどの変量への寄与かを示す．例えば xx，yy，zz は変量自身か
らの寄与，xyは yから xへの寄与を示す．zから xへの影響が xzの図に示されており，zzと












et al., 2009; Hallfredsson and Pedersen, 2009）．シシャモの消費に伴う資源量の衰退はバーレン
ツ海の food webのダイナミクスに大きく影響を与えると考えられている．例えば，Hjermann




Group on the Integrated Assessments of the Barensts Sea（WGIBAR）（ICES, 2016）で取り上げ











図 5．シシャモを中心としたバーレンツ海の食物連鎖に対する仮説（Hjermann et al.（2004）
から図を再描画した）．
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図 6．シシャモ 1–4 年齢のバイオマス（y 軸 ×106 kg），タラ，オキアミのバイオマス（y 軸
kg），ニシンのバイオマス密度（y 軸× 103 g/m2），x軸は年を示す．
図 7．シシャモ年齢 1，タラ，ニシン，オキアミ 4系列に関する相互相関（同じ種同士は自己
相関）関数のプロット．各プロットのタイトルはどの変量間の相互相関かを示すもので，
例えば c12 はシシャモとタラに関する相互相関を示す．下付の数字は図全体のタイトル
に示した通り．x軸に −10から 10までのラグを，y 軸に相互相関関数値を示す．
相互関係のピークが現れているかもしれない．
MARモデルを適用した結果，AICにより，シシャモ 1と 4年齢の場合は MAR（1）モデル，
シシャモ 2と 3年齢の場合は MAR（2）モデルが同定された（Solvang et al., 2017の Table2を
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図 8．ΔLLから推察される 4生物種（シシャモ Capelin，タラ Cod，オキアミ Krill，ニシン
Herringを表す）間の関係について（右ダイアグラム，矢印横数字は ΔLL値を示す）．
参照）．推定値より計算した ΔLLを用い，ΔLL > 2.5となる関係を実線で，ΔLLが 2.4から







い top-downの関係をもつこと（例えば Baum and Worm, 2009）を支持している．シシャモ 3年
齢の場合には，ニシンの変動は動物性プランクトンの変動への影響がみられるが，2年齢の場
合は小さい．ニシンの変動はタラへ影響を及ぼす方がその逆よりも若干高いが数値的にはあま








（Dalpadado and Skjoldal, 1996）．
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図 9．シシャモとオキアミ，ニシンとオキアミのフィードバック経路を切断した場合のオキア




シシャモ 2年齢と 3年齢の場合で推定された MARモデルの係数について，シシャモとオ
キアミのフィードバック経路（a13(m), a31(m), m = 1, 2），ニシンとオキアミのフィードバック







物種，例えば鯨類等がオキアミを主に餌食し始めているという報告がある（Haug et al., 2002;




を示さなかった．Bogstad et al.（2015）によると，1–2年齢のタラが 3–6年齢のタラよりもより
多くオキアミを食し，3–6年齢のタラは，オキアミよりより多くのシシャモを食することを述
べていた．また，北大西洋タラとニシンの稚魚がシシャモを好んで餌食する（Gjøsæter et al.,
2009; Hallfredsson and Pedersen, 2009）と報告されているが，シシャモがいなくなった場合，タ
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Causal Inference for Marine Ecosystems Based on Total Power
Contribution
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We introduce a statistical methodology that integrates Granger’s pair-wise causal
analysis and its expansion to causality basedon the log-likelihood (Partial pairwise causal-
ity), and Akaike’s power contribution approach whole frequency domain (Total causality).
Although the initial idea was proposed by Ozaki (2012), it has hitherto not been applied
to complex marine ecosystem dynamics. In this article, we implement the approach by
adding a criterion to assess signiﬁcance to detect causal relationship. We perform a simu-
lation study to verify the eﬃcacy and sensitivity of the method, using data generated by
three autoregressive models with three and ﬁve dimensions. We also applied the method to
real observations to investigate causal drivers of Barents Sea capelin population dynamics.
The goal of this analysis was to explore inter-species relationships, which are important
food web drivers in the Barents Sea ecosystem. We present results demonstrating that the
proposed methodology is a useful tool in early-stage causal analysis of complex feedback
systems.
Key words: Multivariate auto-regressive model, multivariate time series data, feedback system, Granger’s
causality, marine ecosystem, Barents Sea.
